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k HkVk + ρksks

T
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ρk =
1

yTk sk
, Vk = I − ρkyks

T
k ,

��

����� sk = xk+1 − xk = αkpk, yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk).
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Hk = (V T
k−1 · · ·V T

k−m)H0
k(Vk−m · · ·Vk−1)

+ ρk−m(V T
k−1 · · ·V T

k−m+1)sk−ms
T
k−m(Vk−m+1 · · ·Vk−1)

+ ρk−m+1(V
T
k−1 · · ·V T

k−m+2)sk−m+1s
T
k−m+1(Vk−m+2 · · ·Vk−1)

+ · · ·
+ ρk−1sk−1s

T
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�������	 '� ����������� �� � � ��&� ������� �� ����(� ������ � �� ��� �� � �������

)��� ��� ��	 '� *������ + � ��� *�������� ,��-%. ������ �� ����������
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2. Preconditioned Nonlinear Conjugate Gradient algorithm

'� � �� ������� �� ������ � � �� ��� �� � ������� ��������	����� 
��������

������	� �������	 4)���5 ������	�� 4��� �	�	 !�.#5	 '� � � )��� �� ���

Mk ������� � � �������������� �� � � ��������� k	

��������	����� 
�������� ������	� �������	 ��
�� ������	��

���� � 6 7��� x1 ∈ IRn	 *�� p1 = −M1∇f(x1) ��� k = 1	

���� � 6 ������� � � ��������� αk �� ����� � ��������� ��������� � �� 

���������� � � 8���� ���������� �� �� �����9��� ��� ���

xk+1 = xk + αkpk.

���� � 6 '� ‖∇f(xk+1)‖ = 0 � �� ����� ���� ������� βk+1 ���

4.	�5 pk+1 = −Mk+1∇f(xk+1) + βk+1pk,

��� k = k + 1 ��� �� �� �	�� �	

0� ������� Mk = I ��� ��� k� � � ������� 4����������	����� 5 ���������

���:����� �������� 4���5 ��� �� �� ��������	 ; � ��������� βk+1 ��� ��



��������	
�� ���
�� ��� ��������
����� ��������� �������
� �������
 ��
���� ���

������ 	� 
 �
�	�� �� �
��� ��� ���� 
����	�� �� ��� �������� ���	���


�� �� ������	���

βFR
k+1 =

∇f(xk+1)
TMk∇f(xk+1)

∇f(xk)T∇f(xk)
,�����

βPR
k+1 =

[∇f(xk+1)−∇f(xk)]T Mk∇f(xk+1)

∇f(xk)TMk∇f(xk)
,�����

βHS
k+1 =

[∇f(xk+1)−∇f(xk)]T Mk∇f(xk+1)

[∇f(xk+1)−∇f(xk)]T pk
.��� �

!� ���
�� �
 �	� ���"�� � ���� ��
#	�� ����#�$ 
 ���� 
����
� �	��%

��
��� "����#��� 	� ��&�	��# � #����	�� �� ��"����� αk 	� 
 ���� 
���%

�	��� '�	� 	� #�� � �� "������� �� �� ��� βk+1pk 	� ������ '�� �
�� �
�

��	�
�� �� ��� �� �� ������� !���� ���#		��� � ���"�� �� ��"�����

αk$ ��	�� 
��� ��
�
��� �
 sTk yk > 0 ��� 
�� k�

(� 
���
#� �
	#$ "�����#		��	�� 	� 
""�	�# ��� 	����
�	�� �� �)�	���� ��

�� ��� ����#� *� �	� ���
�#$ �� ���
�+ 
 ��	��
,�� #	-������ ,�����

�	��
� �� 
�# ���� !������� �� �	��
� �� 	� 
""�	�#$ �� .���	
� �
�	/

#��� �� ��
��� #��	�� �� 	��
	��� �� �� 
����	��� 0� �� ����
��$ ����

��� 	� 
""�	�# � 
 ����	��
� ����	��$ �� .���	
� �
�	/ �"���	,�� 	�#�1�	��

��
���� 
 �
�� 	��
	���

3. A new Symmetric Rank-2 update

*� �	� ���	�� �� ��#� 
 ��� &�
�	2����� �"#
	�� ������
$ ,� ����	#%

��	�� �� "��"��	�� �� 
 "
�
���� #�"��#�� 3�����	� 4
�+%� �34�� �"#
�

�� �� 	������ �� �� .���	
� �
�	/� 3�""��� �� �����
� 
��� k 	��
	���

�� ��&����� �� 	��
�� {x1, . . . , xk+1}� '��� ��� &�
�	2����� �"#
� Hk+1$

��	�� 
""��/	�
�� [∇2f(x)]−1$ �
	�1�� �� ���
� �&�
	�� 
���� 
�� "���	���

#	���	���5 �
���� 	 ������

Hk+1yj = sj , ��� 
�� j ≤ k.

0,����� �
 �� �
�� 
""�
�	�� "��"��� 	� �
	�1�# ,� 
�� �� �"#
�� �� ��

6���#�� ��
��$ "���	#�# �
 �� �	����
��� 
#�"�# 	� �/
� ���� ���� 7��8�� !�



��� �� ������ ��� 	� 
���

����� �	
� �� ����� ��� ���	���	�� ������	�� ��� ����� ����� �� �������� ���

�� ��	�� ��
�� ������� �� ����� �	
� �� ����� � ������	�	��� �� ��� !

"� ��	� ��	���	��� 	� ��� �� ��	�� �� ����#	���� 	����� �� ��� $���	��

���	#� �� ����	�� ��� ������

%&!�' H(γk+1, ωk+1) = H(γk, ωk) + Δk, Δk ∈ IRn×n, symmetric,

���� ��� ��(����� {H(γk, ωk)} ������� �� ��� �������� γk� ωk ��� ���	���

�� (���	������� ������� �� [∇2f(x)]−1!

)� 	� ��� �� ������ �� ������ ��� ��� ������ H(γk+1, ωk+1) ���� ����*

%+' H(γk+1, ωk+1) 	� ����������� ��� ����	������

%�' H(γk+1, ωk+1) ��� �� 	����	���� ��������

%�' H(γk+1, ωk+1) �������� ��� 	������	�� ��� ��� 	����	��� 1, 2, . . . , k �� �

�� �������

%&' H(γk+1, ωk+1) ���	���� ��� ������ �(���	�� �� 	����	��� j = 1, 2, . . . , k�

%,' H(γk+1, ωk+1) �	��� -����� �� ������. ��� 	���	� �� ��� 	����� ��

∇2f(xk+1)� 	� ���� f(x) 	� � ������ (�����	� �����	�� �� �� ��	�����

����	�� ��� ��� ��������� 	� ��� �� ���� �� � ������	�	��� �� ��� �

	!�! Mk = H(γk, ωk)!

"����� ���� ��� /�����	� 0��
�� %/0�' (���	������� ������ %��� /���

�	�� 1!� 	� 2��3' ���	���� �����	�� %�'�%,' ��� ��� ��� ������ %+'� 	!�! 	�

�	��� �� ����	��� ��� ����4������ �� � ������ ����	��� �����	��! 5�� �����

����� ������� ��� ��� ���� ���� /0� ������ ���	��� ���� � ��
�� (���	�

������ ������� ���	
� 67 / ��� 87�! "� ��� ���� ����� ��	�� 67 / ���

87� (���	������� ������� ���	�� ���� ���	�	�� ����	�� �������� ��� /0�

������ 	� ���� �� ����� ��� 	���	� �� ��� $���	�� ���	#� �� ������	�� ����

�	��� 	�����	�� �������! 5���� ��� �� ���� �� ����� �� /0� (���	�������

������� ��	�� ���	���� %+'4%,' ��� ���� ��� �� ��� ��� ������ ����� �� ���

������ 	� ���	��� �� 	������	�� ��� ��� �� ������! 5� ��	� �	�� ������

	�� ���� Hk = H(γk, ωk) 	� �	���� �� ����	�� ��� ����	�� %&!�' ���� �� ���



��������	
�� ���
�� ��� ��������
����� ��������� �������
� �������
 ��
���� ���

���� ����		

Δk = γkvkv
T
k + ωk

pkp
T
k

yTk pk
, γk, ωk ∈ IR, vk ∈ IRn,


�� pk � �����
��� 
� ��� k−�� ���
��� �� ��� ���������������	 ���

������� ����� �� ��� �
�� ��� ��� ���
��

��� 	 Hk+1 = Hk + γkvkv
T
k + ωk

pkp
T
k

yTk pk
, γk, ωk ∈ IR, vk ∈ IRn,


�� � ����� �� �
���! ��� ���
�� �"�
��� Hk+1yk = sk ��� �������� �"�
��!

���� ����

Hkyk + γk(v
T
k yk)vk + ωk

pkp
T
k

yTk pk
yk = sk,

��
� �

����	 γk(v
T
k yk)vk = sk −Hkyk − ωkpk.

��������� � �������

����	 vk = σk (sk −Hkyk − ωkpk)

��� ���� ��
�
� σk ∈ IR� #! ��$������� ��� �%������� ����	 �� vk � ����	 ��

�
��

γkσ
2
k

[
yTk (sk −Hkyk − ωkpk)

]
(sk −Hkyk − ωkpk) = sk −Hkyk − ωkpk.

����� ��� �������� ���
��� 
���� ��� �
�
������ γk� σk 
�� ωk ���� ����

���&	 γkσ
2
k =

1

sTk yk − yTkHkyk − ωkpTk yk
.

���� ��
� ���� ��� 
�$��
����� �� γk� ������ ���� �� �����
��!� �� �
� ���

σk ∈ {−1, 1}�

���� � ��� ��%� ��������� �� '��� ������� ��� �
�� �� "�
��
�� ����(

����� 
�� ����� ��
� ��� ���
�� ��� 	 �
��'�� ��� ���
�� �"�
���� 
���� 
��

������� ���������



��� �� ������ ��� 	� 
���

����������� 	
�
 ������ ���� f 	� ��� 
������	 ����	�� f(x) = 1
2x

TAx +

bTx� ����� A ∈ IRn×n 	� �������	 ��� b ∈ IRn� ������� ���� k ����� �� ���

���������	�	����� �� ��� ���������� 	� ����� �� ����� ��� ����	����� ��	��

�	� ���� �� ��� ����	�� f � ��� ���� ��� ������ p1, . . . , pk ��� ���������� �����

��� ����	� Hk+1 	� ����� ���	���� ��� ����� �
���	���

���	� Hk+1yj = sj , j = 1, . . . , k,

����	��� ���� ��� �� 	���� γj � ωj � j = 1, . . . , k ��� ������� ��� ����

���
�

γj =
1

sTj yj − yTj Hjyj − ωjpTj yj
, j = 1, . . . , k,

ωj �=
sTj yj − yTj Hjyj

pTj yj
, j = 1, . . . , k.

����� � �� ����� �������� �� ���������� ��������� ���	� ��� ��� k = 1 

��� �� H2y1 = s1 �� ���! ��

s1 =

[
H1 + γ1σ

2
1(s1 −H1y1 − ω1p1)(s1 −H1y1 − ω1p1)

T + ω1
p1p

T
1

yT1 p1

]
y1,

�� ����"�������

s1 −H1y1 − ω1p1 = γ1(s
T
1 y1 − yT1 H1y1 − ω1p

T
1 y1) [s1 −H1y1 − ω1p1] ,

#�� �� �����$�� ��������! γ1 ��� ω1 ��������! #�� ���
��

%�# ������� ��� �� ��������� ���	� ��� ��� �� ����& k− 1� �� ��'�����

�� ��������� #� ���� �� ���"� ��� �� ��������� ���	� ��� ��� �� ����& k�

(������ ���� ��� Hk+1yk = sk ����� )� ����

sk =

[
Hk + γkσ

2
k(sk −Hkyk − ωkpk)(sk −Hkyk − ωkpk)

T + ωk
pkp

T
k

yTk pk

]
yk

���� �� ��� ���� ��

sk −Hkyk − ωkpk = γk(s
T
k yk − yTkHkyk − ωkp

T
k yk)(sk −Hkyk − ωkpk),

��� �� ������ ���� ���' ���
� #�� j = k� %�# #� �"� �� ���"� ��� ���	�

��� ��� ��� j < k� (�� j < k #� �"�

Hk+1yj = Hkyj + γkσ
2
k(sk−Hkyk−ωkpk)(sk−Hkyk−ωkpk)

T yj +ωk
pTk yj
yTk pk

pk,



��������	
�� ���
�� ��� ��������
����� ��������� �������
� �������
 ��
���� ���

����� Hkyj = sj �	 
�� ����
��� �	��
������ ���������

(sk −Hkyk)
T yj = sTk yj − yTkHkyj = sTk yj − yTk sj = sTkAsj − (Ask)

T sj = 0,

����� 
�� 
��� ������
	 ���� ����� yj = Asj � ��� ��	 j� ��� 
�� �����
��

����
��� f � ������	�

ωkp
T
k yj = ωkp

T
kAsj = ωkαjp

T
kApj = 0,

����� ������� ���� 
�� ��������	 �� 
�� ����
���� {p1, . . . , pk} ������
� �	

�� � � !���� "#�$% ��� ��� ��	 j ≤ k �� 
�� ����
��� �� ������
��

&� �� ������
� ����������� �� 
�� �������� �������
���� �� ����� ���


�� '��
� 
������
��� ������
	 ��� � �����
�� ����
���� ���� ��
�� �
 ���
 n

�
��� Hn+1 �� 
�� ������� �� 
�� (������ �� 
�� �����
�� ����
����

��������� ��	� ������ ���� f 	� ��� 
������	 ����	�� f(x) = 1
2x

TAx+bTx�

����� A ∈ IRn×n 	� �������	 ��� b ∈ IRn� ������� ���� n ����� �� ���

���������	�	����� �� ��� ���������� 	� ����� �� ����� ��� ����	����� ��	��

�� ��� ����	�� f � ��� ���� ��� ������ p1, . . . , pn ��� ���������� �� "#�)% ������

�� ���� Hn+1 = A−1�

����� * +	 ����	��� ,������
��� #��� �� ���� 
��
 "#�$% ��� ��� k = n�

����

Hn+1yj = sj , j = 1, . . . , n.

-���� f �� �����
�� 
��� yj = Asj � ��� ��	 j� ����

Hn+1Asj = sj , j = 1, . . . , n.

.��� ����� sj = αjpj � j = 1, . . . , n� 
�� ��������	 �� 
�� ���
��� {p1, . . . , pn}
������� 
��
 Hn+1 = A−1�

/� ��������
 
��
� �������� k = n� ��������	 #�� ���
�'�� 
�� '��
 ���
 ��


�� �
�
����
 "0% �� ���� ��1� ��������� ��
�� �� �� 
�� ����� �� ���� 
��


��� k < n� 
�� ���
� ��
��2 �� "#�1% ��� �� ���
���	 ���'� 
� ������ �

�������
������



��� �� ������ ��� 	� 
���

����� 	
	���
� ��� �	�� �� f(x) ��	��	���� �� ���
 
�� �� ��� ��
��	� �	��

�� 	 
�
��
�	� ����� ��
��
������ ������
��	��� ��
����
� �
 �	������	�� ��
�� ��

	�� �
�������� �
 ���
� ��� �	���� Hk+1 �
  !�"# 	� 	 �����
�����
��� �� 
��� ��

�
$�����	�� �� ����� ������ 	 ����	��� �����
� �� ��� �	�	������ ���� ��	� Hk+1

�� ������$� ��%
���� ���$���� ��	�  !�&# 	�� �	���%��� �
 ��� 
��� ����������


�� ���$� ��	� �� ��� �	�	����� ωk �� ����� 	 ��������� $	���� ���
 ��� �	����

Hk+1 �� ������ ������ ������$� ��%
����

����������� 	
�
 	
� f �
 � �����
�� ���
 ����������� ��
�
�����
 �����

���� ������
 ���� ��
 �����
�������
�� ��� �
���� � ��
� �� ����


��
 ������� f � ������
 ����  !�&# � �����
� ���

 !��# 0 ≤ ωk <
sTk yk − yTkHkyk

pTk yk
,

���

 !�'# yTk sk + yTkHkyk ≤ 0 �� yTk sk − yTkHkyk ≥ 0,

��
�
 sj = αjpj �  �
� ��
 ����! Hk+1 �  !�"# � ����"
 �
���
�

����� ( )� ����������
�  !�*# �
  !�"#� ���	���
� ��	� σ2
k = 1 �� ���	�


Hk+1 = γk

[
(αk − ωk)

2
pkp

T
k + (αk − ωk)

(
(Hkyk) p

T
k + pk (Hkyk)

T
)

+ (Hkyk) (Hkyk)
T
]
+ ωk

pkp
T
k

yTk pk
.

+�
�� Hk+1 �	
 �� ��������
 �
 ��� ����

(
pk

��� Hkyk

)⎛⎜⎜⎜⎜⎝
γk(αk − ωk)

2 +
ωk

yTk pk
γk(αk − ωk)

γk(αk − ωk) γk

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
pTk

. . .

(Hkyk)
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

,�������� Hk+1 �� ������$� ��%
��� �� 	
� �
�� �� ��� �������
� �
���	������ ����-

 !��.#

γk(αk − ωk)
2 +

ωk

yTk pk
> 0,

γk

(
γk(αk − ωk)

2 +
ωk

yTk pk

)
− γ2(αk − ωk)

2 > 0.



��������	
�� ���
�� ��� ��������
����� ��������� �������
� �������
 ��
���� ���

����� 	
� ��������� �� γk �� ����� ��� ��������� 	
�	 y
T
k sk > 0 ��� � �����������

�� 	
� ����� �����	������ ������ ��� ���������	 	�

(αk − ωk)
2yTk pk

(αk − ωk)pTk yk − yTkHkyk
+ ωk > 0,

ωk

(αk − ωk)pTk yk − yTkHkyk
> 0.

 �	�� ��!� ��!�	�	��� "� �#	��� 	
�	 	
��� ����	 ������ �� 	
� ���!�	�� ωk

��� "
��
 	
� ��		�� ��������	��� ��!�	 ����	����� "�	
 ���$ ��� ����	���� %�

���	� 	
�$ ��� ��	��&�� ��� ��$ ����� �� ωk ���
 	
�	

0 ≤ ωk <
αkp

T
k yk − yTkHkyk
pTk yk

,

#�	 	
�$ �� ��	 ��!�	 ����	��� �� ����

αky
T
k pk + yTkHkyk > 0 ��� αky

T
k pk − yTkHkyk < 0,

���� "
�� ���'� ���� ��	 
����

(��! )�����	��� ��� ��� *�������$ ���� "� ����� ��� 	
� !�	��� Hk+1

�� �� �����!�	� ������� �� ∇2f(x)� +�"����� )�����	��� ��, ��������� 	
�	

�����	���� ����� ��� ����� �� ��	 ��-�� 	� ������ Hk+1 ���	��� ��&��	�� %� ���	�

"
������ ���'� ������� ����	����� ��������� �� ������ ����� Hk+1 �� ����#�$

����&��	�� .
��� 	
� ��&��	��� �� Hk+1 �
���� #� ����#�$ !���&�� �� �����

	� �#	��� ���	��� ��&��	� ���	���

4. A preconditioner using a BFGS–like low–rank quasi-Newton update
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��
 ��� �	��� �	���	����$ ����	���	��

#$ ����� �����!�	��� ���! 	
� 1*2 �	���	���� ���� �� �� 	
� ���� �� 3(20

���	��� 	
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�� ���� 	
� ��������	� ��	� ���� ����� � ��� ����	�����	��� �	� ����	��

����	� ����	� � ���������  � ������
���� �� ��� ��� �� 	� �������	� !��������

�� ��� ����	� 
����� ����	� � 
�� �	 ��	���� �� ����	"����� ������

����	�����	���� �	� ��� 	�
��	� 	� ����	�# ����� $� ��� !
�������� 	�����

���� �� f(x) = 1
2x

TAx + bTx� ����� A � �	����� ��%���� ��� b ∈ IRn� ����

�� � ���� &�	�� '�� ��!� �(�) ���� ��� *+ ����	� ��� !������� n �	�,
!���

�������	� {pj} 
�� ����

'���) A−1 =
n∑

j=1

pjp
T
j

pTj Apj
.

�	�� �� 	���� �	 ����	�
�� � ��� 	� ����	�����	��� �	� ��� �*+� �� ��� 	� �

!������ ����� �	����
	�� ��-���������� �
����	� f � 
��	� �� ���� ����	����

k �������	� 	� ��� '
�����	�����	���) �*+� 	 ���� ��� �������	� p1, . . . , pk

��� !��������� .�� 
 �	����� ��� �����" Mk+1 ��%��� ��

'��/) Mk+1 = τkCk + γkvkv
T
k + ωk

k∑
j=k−m

pjp
T
j

pTj ∇2f(xj)pj
,

����� 0 ≤ m ≤ k� γk, ωk ≥ 0� τk > 0� Ck ∈ IRn×n � �������� �	�����

��%���� ��� vk ∈ IRn�  � 	���� �	 
� Mk+1 � � ����	�����	��� ��� �	 
�����

�� �"����	� ������������ �� �� τk = 1� Ck = H(τk, γk, ωk) '���� H(τ0, γ0, ω0)

!����) ��� ������� '��/) �� ��� �	��

'��0) H(τk+1, γk+1, ωk+1) = H(τk, γk, ωk)+γkvkv
T
k +ωk

k∑
j=k−m

pjp
T
j

pTj ∇2f(xj)pj
.

H(τk+1, γk+1, ωk+1) ��� �� ������� � � �������� 1
�������	� 
������

2	������ �	� ���������� �� ��� �1
�� �� ������ �	 
� ��� �	�� !������ �	��

!���� �� '��/)�

$����� ���� �� ��� �"����	� 	� Mk+1� vkv
T
k �������� � ���&3� 
�����

��� ��	� '���) ��� ���� pjp
T
j /p

T
j ∇2f(xj)pj ��� ����� �	 �
��� �� ����	"�3

���� ������� 4�� ����!�� m ��� �� ������ � � 5������� ���	��6 ����������

�������� �	 ��� .�78+9 ����	�� :	��	���� �� ��� �� ��� ����	� vk ��� ���

��������� τk, γk, ωk 
�� ���� ��� ��� 	� ����	�����	��� Mk ���%�� �	�
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���� ���

��� k� �	
 �
���� 
������

����� Mk+1yk = sk.

���

�� ���� ����� �
 	��


τkCkyk + γk(v
T
k yk)vk + ωk

k∑
j=k−m

pTj yk

pTj ∇2f(xj)pj
pj = sk;

	
��
� �������� γk(v
T
k yk) �= 0�

����� vk = σk

⎡⎣sk − τkCkyk − ωk

k∑
j=k−m

pTj yk

pTj ∇2f(xj)pj
pj

⎤⎦ ,
��� ���
 σk ∈ IR� ����� ����� �� ����� �
 	��


γkσ
2
k

⎡⎣sTk yk − τky
T
k Ckyk − ωk

k∑
j=k−m

(pTj yk)
2

pTj ∇2f(xj)pj

⎤⎦
·

⎡⎣sk − τkCkyk − ωk

k∑
j=k−m

pTj yk

pTj ∇2f(xj)pj
pj

⎤⎦ =

sk − τkCkyk − ωk

k∑
j=k−m

pTj yk

pTj ∇2f(xj)pj
pj .

�	��� �	
 ��  ����� �
 ����� ����� �	
 !����
�
�� γk, σk, τk ��� ωk 	�� �� "


�����#
�

���$� γkσ
2
k =

1

−τkyTk Ckyk − ωk

k∑
j=k−m

(pTj yk)
2

pTj ∇2f(xj)pj
+ sTk yk

��� ���	���  ��� �� �
�
�� ��� �
 ��� �
� σk ∈ {+1,−1}� �	
�� �"�
��
 �	��

�� �%
 �	
 �!���
 !��!��
� �� �	
 !�
����� �
����� ����
 � �&�'��� �	
 �����(

Mk+1 �� ����� �����#
� �	
 �
���� 
������ �� � �� �	
 k)�	 ��
������ �
�
�

��� �������� ����������� ��� !����" � ��� � ��� �  �	
 !�
����� ��
��������

�� !���
� �� *��!������� &�� ��� �	
 �!���
 �&�'�� +� �
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 �� Mk+1 	�� ����� �����	���
 �
�� �� 	�� ����
����� ��������� ���

�����	��� 	�� 
	������	� αk ��
��� 	��	 sTk yk > 0 
� 	��	 ��� τk > 0 ���

ωk ≥ 0 
������	�� 
���� �� ����� 	�� ��	��� Mk+1 �
 ��
�	� � �����	�� !�����


����
� 	��	 ωk → 0 	��� Mk+1 ≈ τkCk + γkvkv
T
k � "�# 
���� τk > 0 ���

Ck �
 ��
�	� � �����	� $� ����� ��� τk 
������	�� 
���� #� �� � γk > 0 ���� #�

�����	��� �� � 	��	 Mk+1 �
 ��
�	� � �����	��

%������ �$
�� � 	��	 	�� ��&����	 ������
 ��� 	�� ������	��
 τk ��� ωk ��

����� ��� ��� � ��&����	 
������ �� 	�� ��	����
 Ck ���

k∑
j=k−m

pjp
T
j

pTj ∇2f(xj)pj


�� 	�� ��������	�����
�

"�# #� ��	� 	��	 	�� '���	�	��
 pTj ∇2f(xj)pj  j = 1, . . . , k �� 	�� �����
(


��� ���)� �� Mk+1 ��� �� ������� ��� ����$��� *� ���
������� 	��	 	�� +�

���

��	��� �
 ��	 ���
	��	 �	 	�� ����	
 �� 	�� ���
�� 
�����	 [xj , xj+1] 	��� #�

��� �
� 	�� ,��� -���� .������ 	� �
	���	� 	�� � ����� ��� �	��� �� f �����

	�� �����	��� pj  	��	 �
∫ 1

0

sTj ∇2f [xj + β(xj+1 − xj)]sj dβ = sTj yj ,

��� ��������� 	��	 sj = αjpj  #� ��� �
	���	� 	�� '���	�	� pTj ∇2f(xj)pj  ��

	�� �����

��� �� Mk+1 $�

pTj ∇2f(xj)pj ≈
∫ 1

0

pTj ∇2f [xj + β(xj+1 − xj)]pj dβ =
sTj yj

α2
j

=
pTj yj

αj
.

/$
�� � 	��	 $� 	�� ����� �����	���
 �
�� �� 	�� ����
����� ��������� 	��

��		�� '���	�	� 
�	�
��
 	�� �����	���

pTj yj

αj
> 0.

,���� �� �� ��
� f �
 	�� '�����	�� ����	��� f(x) = 1
2x

TAx+ bTx 	���

���0�

∫ 1

0

pTj ∇2f [xj + β(xj+1 − xj)]pj dβ = pTj Apj ,

���� 	�� ���	 ���� 
��� �� ���0� ��� $� �������� �
 � ��������1�	��� �	� 	��

������� ��������� ��
�� �� 	�� '���	�	� pTj ∇2f(xj)pj �
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� �������
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���� ���

�� �����	� 
�� ��
�� Ck � ������ �� ������ ����� ����	 �� ��� ��� k

Ck = εkI, εk ∈ IR.

���
�������� εk ��� �� �����
�	 �� 
�� ����
 � ����� ����
�� �� 
�� � ��
��

(εI)yk − sk = 0� ��� εk ������

min
ε
‖(εI)yk − sk‖2 .

!�����

εk =
sTk yk
‖yk‖2

,

�� 
��
� ���� sTk yk > 0 �� 
�� "���� ���	
���� 
�� ��
��

Ck =
sTk yk
‖yk‖2

I

� ���
�� 	�#�
��

��� 
�� ��$� �� ����
� %� �����
 ���� 
�� �����
�� ��������� �� ��� �����

�� ������	
����� �����&

���'� Mk+1 = τk
sTk yk
‖yk‖2

I + γkvkv
T
k + ωk

k∑
j=k−m

sjs
T
j

yTj sj
,

%����

vk = σk

⎡⎣sk − τk
sTk yk
‖yk‖2

yk − ωk

k∑
j=k−m

sTj yk

yTj sj
sj

⎤⎦ , σk ∈ {−1, 1},

��	

γkσ
2
k =

1

(1− τk)s
T
k yk − ωk

k∑
j=k−m

(sTj yk)
2

yTj sj

.

"� ������	� 
�� ���
�� �� ������
�� 
��
� �
����
���� ������� ��(

����� 
� ���)� %� ��� ����
���
 � ����� �� ������	
����� ����	 �� *�+(�$�

 ���(,�%
�� ��	�
��� -�	��	� %� ��� 
���
���� ���	 ��
����

B(τk+1, γk+1, ωk+1)
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������	
��	� ∇2f(x) ��� ��� 	�� 	������� ����� �� ��� ����
�������	����

�������� ���
��� ����	�� �� B(τk+1, γk+1, ωk+1) ��  ��  �
���� �  ���� ��

��� ���	�	������

5. Preliminary numerical experiences

!� ����� �� 	�����	��� ��� ���	��	�	�� �� ���  ������ �� ��� ���	�	����� �� ����

	������ ��� �� ����	
	���	�� ������
�� � ��
��	 �� ����	� ��� ��� ��� �� ���

��� ���	�	����� ��"��� 	� #$�%&� ��	�  ��	 � 	� 
��	����� �� ��� �� � ���� ���

��	�  ���� �� ��� ���	�	����� ��  �� ���	�� �������� ��� ���	�	�� ��"�	�	�������

������� 	�  ��� �� ���  ���� �� ��� ���	�	����� 	��� �� #'��& �� ��������	��

������� 
��� �� �������� �� �������� ��� ���	�	�� ��"�	�������

���������� �� �
������ ��� ��� ���	�	����� #$�%& �	��	� ��� �������� ���

 ��� ()*� �� ���� ��� ��
� �	������ � ��� ��� ��
� �����	�  �	���	�� ����

�� ������� 	� ���  ���� ���� �� ����� �� ()* ��� �  �
����� ��� �	��	�� �� ���

��� ����	��� �� ������ ���� ��� +��� ��� ��� ,����� #+,& ��� ��� -���. ���

,	�	��� #-,& ����	��� �� ��� -/01 
����� �� ��� �%2�

3� ������ ��� ���� ������
�� �� ���� ��� ��� ��� ���� � ��� �� ������	���

���� ������
� 	� ��� �����  ���� �	�� (4*� ��� �	
���	�� �� ��� ���� ������
�

	� ������� n = 1000 ��� n = 10000 #��  ���	����� ��2 ������	� ������
�&�

��� ����
����� �� ��� ��� ���	�	���� #$�%& ���� ����  ����� �� �������5 m = 4�

σk = 1 ���

τk = ωk =
1
2s

T
k yk

yTk Ckyk +
k∑

j=k−m

(pTj yk)
2

pTj ∇2f(xj)pj

��� ��� k #��	�  ��	 � ������� ���� ��� ����
	����� �� #$�6& 	� �7��� �� 1
2s

T
k yk >

0&� 3� ����	
	���� 	�����	��	��� ��  ���	����� ��� ������� 	� ���
� �� ���

��
��� �� 	�����	��� ��� ��� ��
��� �� ��� �	�� �������	���� ��  �
����� ���

������� ����	��� �� #$�%&� ��� ����� ���	�	����  ���� ��� ���  ��� ����� Mk

 �	� 	��� �	�� ��� 89:+1� ������ Hk+1 	� #��'&� ��	�  �
���	��� 	� ��������

�� ��	� ������
�� � ���"��� ('*� +�� � ��	�  �
���	���� �� ���� �� �����

	� �� � ���"�� ��� ��� ���� ������
� ����� ��� ����� ����	��
�  ������ ��

�	;����� ����	����� ��	����
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6. Conclusions and future work
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